Table des matiéres

0.1 Imtroduction . . . . . . . . . . .

1 Espaces de suites
1.1 Les espaces de suites classiques. . . . . . . . ... ... ... .. ... ..
1.2 Les espaces de suites p-sommables . . . . . . ... ..o
1.3 Espaces de suites faiblement p-sommables . . . . .. ... ... .. ...

1.4 Propriétés . . . . . . . . e e

2 Idéaux des opérateurs linéaires
2.1 Défintions . . . . . . . ..
2.2 L’idéal des opérateurs linéaires compacts . . . . . . . .. . ... ... ..

2.3 L’idéal des opérateurs linéaires de Hilbert-Schmidt . . . . . . . ... . ..

3 Les opérateurs linéaires absolument (p, ¢, 7)-sommants.
3.1 Introduction . . . . . . . . . . . ..
3.2 Les opérateurs linéaires (p, ¢, 7)-sommants . . . . . . . .. ... ... ..

3.3 Les opérateurs de types D~ oIl, . . . ... ... ... ... ... ...

© N w W

11

14
14
16
21



0.1 Introduction

Dans ce travail on s’intéresse aux opérateurs linéaires considérés comme des applica-
tions d’'un espace de suites dans un autre. On développe les propriétés de certaines idéaux
au sens de Pietsch. Plusieurs de ces idéaux d’opérateurs sont étudiés, parmi lesquelles on
trouve l'idéal 11, , , des opérateurs linéaires (p, ¢, r)-sommants. Dans ce travail on étudie
des problémes de factorisation d’opérateurs a travers les espaces L,. On généralise ainsi

le résultat de Kwapién.
Dans ce qui suit nous allons développer les points suivants.

Au Chapitre I, on définit des espaces de suites classiques ainsi que des espaces de

type p-sommables et de type faiblement p-sommables. Puis on en donne des propriétés.

Au Chapitre I, on définit et étudie les idéaux linéaires au sens de Pietsch. On en

donnera quelques illustrations et exemples.

Enfin, dans le Chapitre III, on développe les propriétés de 'idéal 11, , . , on donnera le
théoréme de domination de Pietsch pour cette catégorie et le théoréme de Factorisation
par les L,,. On terminera ce chapitre par le théoréme de Kwapién (généraliser par Lapreste

[Lap76], pour p > 1).



Chapitre 1

Espaces de suites

Dans ce chapitre nous étudions des espaces de suites classiques ainsi que des espaces
de suites p-sommables et faiblement p-sommables. On en donnera ici quelques propriétés.

On désignera par X et Y deux espaces de Banach, et X*, Y*sont leurs espaces duaux.
On note £ (X;Y') Pespace des opérateurs linéaires continus de X dans Y. La boule unité
de X sera désignée par Byx.

Soient n un entier et 1 < p,p* < oo (ou p* est appelé I'indice conjugué de p i.e.,
1 1

4+ —=1).
p P

1.1 Les espaces de suites classiques.

Les espaces [, ¢y €t c.
Premiéres propriétés. Tout d’abord nous noterons S ’espace de toutes les suites © =
(,)n réelles ou complexes. L’ensemble S est un espace vectoriel lorsqu’il est muni de la

loi d’addition
T+y= (xn + yn)n = (In)n + (yn)n
et de la loi

Az = (Azp)n = A(2y), o A € C.
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On utilisera dans la suite les sous espaces des suivants :

lo ={2 = (z)n € S :sup|z,| < oo},

co={r=(p)n€S:2, >0 (n—00)},

c={r=(xp)n€S:x, =1l (n—o0)ouleC}.

On dit que [, est I'espace des suites bornées, ¢y est 'espace des suites convergeant
vers zéro et c est ’espace de toutes les suites convergentes.

Théoréme 1.1. Les ensembles |, co, c munis de la norme

2l = llll,., = supy, [za]-

sont des espaces de Banach.
Preuve.
Nous limiterons notre étude & l'espace l.. Il est immédiat que [, est un espace

vectoriel, car
Azl = Azl pour A € C;

et pour = et y € [, on a

|20+ yn| < [|2][ + [yl pOUr tout n (1.1)

d’ott  +y € l. On voit aisément que ||.[|,  est une norme sur /. En effet soit = € .

On a
Hv"’f"Hoo =0 < sup, |l’n! =0 < z, = 0 pour tout n.
Donc ||z||, = 0 équivaut & x = 0. Soit A un scalaire et = € I,. On a

Azl = sup, [Aza| = sup,, [Al[lz]l = [Alsup, [[2]l = [Al]lz]l -



L'inégalité ||z + y|| . < ||zl + [yl se déduit immédiatement de (1.1).
Considérons maintenant une suite de Cauchy z* = (z%,),, de l. Soient & > 0 donné

et N un entier. Soient ¢ et j > N tels que

il - i
Hx T Hoo—sup|xn xn} <e.
n

On a alors
|zt — 21| < e pour tout n.

Pour chaque valeur de n, (z%,),, est une suite de Cauchy dans C donc convergente vers
une limite z,, quand 4 tend vers linfini. Posons = = (z,,),. On a donc |z, — 2/ | < & pour

tout n. Ceci revient a dire que
lim [|2* — 27| = |z — 27|, <.

Enfin v = 2 — 27 + 27 € I, ce qui prouve que /o, est bien un espace vectoriel complet
donc un espace de Banach. On obtient les mémes résultats avec ¢ et c.
Remarque 1.2. L’espace ¢y c’est un sous espace fermé de [.,, donc un espace de

Banach.

L’espace [,
On considére ici un autre sous-espace de S défini pour 1 < p < oo par

lp:{x:(xn)n65:2|xn|p<oo}.

n=1
Rappelons quelques propriétés élémentaires de [, qui s’avéreront indispensables pour
la suite.
Proposition 1.3. Soit 1 <p < oc. On a
i) 1, est un sous espace vectoriel de S.

ii) 1, muni de la norme



I@)all, = I@aally, = 3 lzal")?

est un espace de Banach.
Démonstration.
On vérifie seulement (ii),

ii) Montrons que [/, est complet.

Soit 2% = (z¥),, une suite de Cauchy de [,,. Soient € > 0 donné et ko un entier. Soient

k et m > kg tels que

o0
||a:k—mez:Z}a:ﬁ—a:nmp§€p. (1.2)
n=1

On a alors
‘x’; — x:ﬂ < ¢ pour tout n

et pour chaque valeur de n, (z¥); est une suite de Cauchy dans C donc convergente vers
une limite z,, quand % tend vers U'infini. Posons = = (x,),. On a donc
|z, — 2| < e pour tout n. D’apres (1.2) ceci revient a dire que pour tout N entier

on a
N N
limy o0 Z |k —am|” = Z |z, — am™ P < eb.
n=1 n=1

En faisant tendre N vers l'infini on déduit que
o0
g |z, — P < eP.
n=1
On a montré que
. k p p
limy oo || 2% — mm”p = [z —a™|) <e.

Enfin z = x — 2™ 4+ 2™ € [,,, ce qui prouve que [, est bien un espace vectoriel complet

donc un espace de Banach.



1.2 Les espaces de suites p-sommables

Définition 2.1

Une suite (x,) ( resp. (7;);;, ) dans X est absolument p-sommables si la suite
scalaire (||z,||)n ( resp.(||zill),-,., ) est dans [,

On note [, (X) ( resp. Iy (X) ) 'espace des suites (v,), ( resp. (7)., ) dans X

absolument p-sommables, muni de la norme

- 1
@)l o0 = l@a)ll, = O llaal)r <oo 1< p<oo
n=1
~ sup o] P00
(resp.
n 1
H(f’:i)lgignuz;(x) - H(ﬂfi)lgignup = (; [z:]|”)» 1 <p< oo
= sup |z p=o0
1<i<n

Une adaptation facile de la preuve usuel que [, est un espace de Banach conduit
rapidement & la conclusion que [, (X) est un espace de Banach.

Proposition 2.2. Soit 1 <p <o0. On a
i) 1,(X) est un sous espace vectoriel.
ii) 1,(X) est un espace de Banach.

Démonstration.

i) L’espace [,(X) est un espace vectoriel. Si p = oo. Il est evident que [,(X) est un
espace vectoriel.

Si1<p < oo. Soient z,y € [,(X), I'inégalité de Minkowski nous donne

(2 Wt 3 19F < (5 193+ (Xl 1903 < oo

C’est a dire x +y € [,(X).

Soit maintenant A € R. Nous avons



Dol Az IP=I AP Y N a [IP< oo,

Donc, 1,(X) est un espace vectoriel.

ii) L’espace [,(X) est normé.

On a 'inégalité de Minkowski se voit autrement, elle signifie que || . ||, vérifie 'inégalité
triangulaire. Les autres conditions de la norme sont faciles a voir.

L’espace 1,(X) est complet.

Pour cela on va montrer que toute suite de Cauchy est convergente.Soit (27);cy une
suite de Cauchy de 1,(X). Pour tout j € N, on note 7 = (z, ..., 27, ...). La suite (27)en

vérifie la condition de Cauchy, c’est a dire ,

Ve>0,3NeNtgVj, j >Nona |27 -2 |,<¢

Cela signifie que

!

I (@] —a] Jien lI< e

Donc,

. ! 1
O Nl —al )7 <e.
1€N
!

Ce qui il implique que pour tout 7 € N on a || a:f — xf |< e.

Maintenant, on fixe ¢ € N et refairons la définition comme suivante
Ve>0,3NeN tq Vj j >N ona |z -2l ||<e

Ce qui montre que la suite (:Uf )jen est suite de Cauchy dans X, comme X est com-
plet. Elle est donc convergente vers une limite 7;. ¢ca nous permet d’associer & chaque
composante une limite réelle, donc la suite (27);eny converge vers une limite qui est
T = (T1,.es Ty -..) = (T7)ien-

Il reste de vérifier que 7 € [,(X). En effet, en appliquant 'inégalité de Minkowski



— i\t :
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Comme (27);en € 1,(X), le premier terme a droite est fini. Pour le deuxiéme terme,

— 2+ )P

on écrit la définition d’une limite d’une suite on peut trouver qu’il est majoré par un ¢ .

Donc, on a bien montré que 7 € 1,(X).

1.3 Espaces de suites faiblement p-sommables

Définition 3.1
Une suites (z,,) ( resp. (i),<;<, ) dans X est faiblement p-sommables si la suite scalaire
(z* (x,)) (resp. (z* (7:),<c, ) st dans [, pour tout z* € X*.

On note [y (X) ( resp. Iy “ (X) ) l'espace des suites (z;) ( resp. (z;),<;c, ) dans X
faiblement p-sommables.

Théoréme 3.2

i) L’espace I3 (X) est un espace normé et la norme est donnée par

o l .
@llgen = @)l = suw {(Z o ()Y it € BX*} <00 1<p<oo
n=1
= sup {sup {|z* (z,,)| : 2* € Bx~}} ,p = 00

i) ) (X) est un espace de Banach.

Démonstration.
La premiére étape est de montrer que cette quantité (||(z,)]| 1 ( x)) est finie, et pour ce
qui nous appliquons le théoréme de graphe fermé.

i) Prendre (,) dans [’ (X) et de s’associer avec elle une application linéaire
T: X" —1,

définie par :



T est bien définie et linéaire.
Si, (), converge vers z* € X*, alors pour tout n € N la suite (2} (2,,))x est converge

vers x* (x,,) . Par conséquent 7" est de graphe fermé et donc borné, en d’autres termes

IT|| = sup {(Z 2% (2,)[")7 : 2 € BX*} < 00

qui est ce qui nous voulions.

On peut conclure facilement que |[|(z,,) est une norme. [

Mo
ii) Sip =00 on al(X) =1 (X), il est donc que [ (X) est un espace de Banach. Soit
1 <p<oo.

L’espace [/(X) est complet. Ici, nous utilisons un raisonnement direct ; un peu plus
tard (voir Proposition 3.3), nous allons indiquer une (facon différente) route plus tor-
tueuse.

Soient X est un espace de Banach et 2* = (2}),en une suite de Cauchy de [(X). La

suite (27) ;e vérifie la condition de Cauchy, c’est a dire Ve >0, IN € N tq Vk, k' > N

on a

S 1t ah) — (7, ak) < e, (3.1)
n
pour tout x* € Byx«. Chaque terme de cette série est dominée par £, donc pour tout
n €N,

|k -t ll=sup {| (h,a®) = (b \a") | o € By} <<

n n? n

Ce qui montre que la suite(z¥),cn est une suite de Cauchy dans X , comme X est
complet. Elle est donc convergente vers une limite x,,. ¢ca nous permet d’associer a chaque
composante une limite, donc la suite (z*)rey converge vers une limite qui est x = ().
Il reste de vérifier que = € [;(X).

D’apres (3.1) et soit k' tend vers U'infinie. Alors, quand k£ > N on a
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O | (a* 2 —ak,) [P)r < eVa* € By

Donc = — 2" et = appartient a [¥(X). O
Proposition 3.3. Soit 1 <p < o0..0n a I)(X) = L(I,-, X) isométrique. En d’autre
termes, soit v : l,, — X wun opérateur linéaire tel que v(e;) = w; et (e;) est la base

canonique de l,. Alors

o lI=1 (@) llpw - (3:2)

Démonstration. Soient (e;) est la base canonique de [« et o = (a;) € [+, on a

1.4 Propriétés

Les relations entre les différents espaces sont données par le théoréme suivant :
Théoréme 4.1

(1) Pour 1 <p<oo,onal,(X)CIl(X), de plus
||(513i)||z;;(x) < ||($i)||lp(x)'
(2) Sip=o00,0nale(X)=102(X) et
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||(xi>||loo(x) = H(mi)ngo(X)'

(8) [DJT95, Pargraphe 2.18] [,(X) = [.’(X) pour tout 1 < p < oo si et seulement si
dim(X) est finie.

Proposition 4.2
Soit 1 <p < o0 et (i )i<i<n € ],(Y*) . On sait que

n

1 *
I W rzizn lpw= sup (D To(y?) )7 = sup || (5 (Wi<iza In
@E By xx i=1 yEBy

Démonstration.

1
sup (ZW(?J*) |”> = suposup > Ap(y))
=1

peBy=+ \i21 [(Ai)l[p*—1 $EBy+=

— sup  sup @(Z&?ﬁ)‘
=1

PEBy xx [[(Ai)llp*=1

Z Aiv;

=1

= s swp > A0
=1

[(A)llpx=1 CEBy

= sup
A p* =1

= sup sup > Awi(Q)
=1

CEBy [|(Ai)lp*=1

3=

= sup (Z | 5i () Ip>

C€By \i=1
Proposition 4.3
Soit 1 < p < oo. Pour toute (z;)?_, C X, il existe xj tel que

sup (Y 2% (@) [P)r = (Y | zp(@) )r

er€Bxx i=1
Preuve.

12



Soit (x;)j-; C X. Considérons la fonction z* —|| (z*(z;))i, ||;,de X*dans R. On muni la
boule Bx+ de la topologie *-faible qui la rend compacte. Comme la derniére fonction est

continue sur Bx-«, elle atteint donc son maximum, i.e., il existe xf € Bx+ tel que

sup || (2" (20))i%y o0 =1 (@0(2)is oo
LE*GBx*

d’ou le résultat.
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Chapitre 2

Idéaux des opérateurs linéaires

2.1 Deéfintions

Définition 1.1
Un opérateur linéaire 7' : X — Y est de rang fini si dim7'(X) < co.
L’espace des opérateurs linéaires de rang fini sera noté L£7(X;Y).
Exemple 1.2
1) L’opérateur linéaire nul, i.e. 0x = 0, pour tout z € X est de rang fini. En effet,
0X = {0} et dim {0} = 0.
2) Si dim X = n, tout opérateur linéaire de X dans Y est de rang fini. En effet,

dim7(X) < dim X = n.

Exemple 1.3
Une forme linéaire ¢ : X — K est un opérateur linéaire de rang fini.

En effet, ¢(X) = {0} ou bien ¢p(X) =K, i.e. dim¢(X) < co. Car,

xo
»(z0)

si ¢ # 0, alors il existe zp € X tel que p(xg) # 0. Posons x; = . Donc ¢(z1) =1 et

pour tout A € K, on a

14



p(Ar1) = Ap(21) = A

Proposition 1.4 [Con 01, Page 183| (Opérateurs de rang fini).

Un opérateur linéaire T € L(X;Y) est de rang fini si et seulement s’il est de la forme

T = sz QU T — Z<$Z,fﬂ>yka
k=1 k=1

ou x7,...,7r € X* et y1,...,Yn €Y.
Remarque 1.5

Soit z* € X* et y € Y. Alors 'opérateur

Trgy=1"®y:x— " (2)y = (z7,2)y,

est de rang un et ||z* @ y|| = ||=*|| ||y]| -
Définition 1.6 (Idéal des opérateurs linéaires).
Un idéal des opérateurs linéaires M est une classe d’opérateurs linéaires bornés tels que
pour tout X et Y des espaces de Banach on a :
(1) L’ensemble M (X;Y") est un sous espace de £ (X;Y) qui contient les opérateurs
linéaires de rang finis.
(2) Propriété didéal :siT €e M(X;Y),ue L(E;X)etve L(Y;F),alorsvoT ou est
dans M (E; F).
De plus, si ||.|[,, : M — R satisfait
(1) (M (X;Y), ]| ;) est un espace normé (Banach)
@) 14K =K A(Q) = Ay =1
B)SITeMX;Y),ue L(E;X),ve L(Y;F),

[o o T ol g < [0l IIT ]|y [l

Alors (M; |.||,4) s’appelle idéal normé (de Banach) des opérateurs linéaires.
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2.2 L’idéal des opérateurs linéaires compacts

Rappelons qu’'une partie A d’un espace topologique séparé X est dite relativement
compacte dans X si son adhérence A dans X est compacte. Une partie A d’un espace
métrique (X;d) est dite précompacte si pour tout € > 0, il existe un recouvrement fini
de A par des parties de diameétre < e. Cela revient & dire que pour tout € > 0, on peut
trouver un entier n et des points x1,...,z, € X tels que A soit contenu dans la réunion
des boules B(z;,€),i=1,...,n.

Théoréme 2.1
Un espace métrique est compact si et seulement sl est précompact et complet.

Démonstration.

(i)=-(ii) : soit (x,) une suite de Cauchy de X. Comme (X, d) est un espace métrique
compact, la suite (x,) a une valeur d’adhérence. Mais comme elle est de Cauchy, elle
converge. En conséquence (X, d) est complet. Par ailleurs, la compacité assure aussi que
X peut étre recouvert par un nombre fini de boules ouvertes de n’importe quel rayon
donné.

(ii)=(i) : Supposons que (X,d) soit complet et que, pour tout ¢ > 0, X puisse
étre recouvert par un nombre fini de boules ouvertes de rayon e. Soit (x,) une suite
de XN. Par extractions successives puis procédé diagonal, on construit une sous-suite
(Zp(n))nen de (Zn)nen, et une suite (yn)nen de XN telles que pour tout n € Net p e N
on ait Tymip) € B(Yn,27"). Pour cela, on commence par sélectionner une boule B(yo, 1)
contenant une infinité de termes de (z,)nen. Cela permet de définir une suite extraite
(Zpym))nen € B(yo, 1)N. Ensuite, on choisit une boule B(yi,1/2) contenant une suite
extraite (x%(%(n)))ne N, de (x%(n))ne N, etc. Par extractions successives puis procédé dia-
gonal, on obtient finalement une suite extraite ayant la propriété voulue. La suite extraite
(Zp(n))nen est de Cauchy donc converge. Donc (X, d) est compact.

Corollaire 2.2
Dans un espace métrique complet (X;d), une partie A est relativement compacte si et

seulement si elle est précompacte.
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Démonstration.

(i)=-(ii) 11 suffit de remarquer que

A C UgeaB(m,¢)

Comme A est compact, on peut extraire du recouvrement ci-dessus un sous-recouvrement,
fini de A donc (a fortiori) de A.

(ii)=-(i) Pour démontrer la réciproque, on remarque que la complétude de (X, d)
assure que (A, d) est complet. Il est clair que si pour tout € > 0, la partie A peut étre
recouverte par un nombre fini de boules centrées en des points de A, il en est de méme

pour A. En effet

A c U Bz, §> = A c U'_,B(ay, ).

Le théoréme précédent permet de conclure que (4, d) est compact.

Corollaire 2.3
Les compacts de R sont les ensembles fermés bornés.

Démonstration.
On sait déja que dans un espace métrique, les compacts sont fermés bornés. Réciproque-
ment, sachant que R est complet et que toute partie bornée de R peut étre recouverte
par un nombre fini de boules de rayon € arbitrairement fixé, le corollaire précédent assure
que toute partie bornée de R est relativement compacte.

Notons une conséquence facile : pour qu’'une partie A d’'un espace métrique complet
X soit relativement compacte, il suffit que pour tout € > 0, il existe une partie compacte

K. de X telle que tout point de A soit a une distance < e de ’ensemble K,

Ve e Ad(z, K,) < e.

Dans le cas d’un sous-ensemble A d’un espace de Banach F, il est agréable de retenir

un critére qui utilise le caractére vectoriel de I’espace ambiant : pour que ’adhérence
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de A soit compacte dans I'espace de Banach F, il faut et il suffit que A vérifie les deux
conditions suivantes :

a. ’ensemble A est borné;

b. pour tout € > 0, il existe un sous-espace vectoriel L, C E de dimension finie tel que

tout point de A soit a une distance < ¢ de L, :

Vo e A d(z, L) < e.

Si 'adhérence de A est compacte il est facile de vérifier que le critére est satisfait : en
effet A est borné parce que compact (la fonction continue x — ||z|| atteint son maximum
sur le compact A ) et la deuxiéme condition est évidemment impliquée par la précom-
pacité : il suffit de prendre I’espace vectoriel L. engendré par un ensemble fini F, qui
approche A & moins de e.

Dans 'autre direction, supposons les deux conditions du critére vérifiées, et montrons
que A est approchable arbitrairement bien par des compacts de E ; soit M une borne pour
les normes des éléments de A ; soient € > 0 et L. un sous-espace vectoriel de dimension
finie qui approche A & moins de e. Désignons par K, le compact de E formé par les
points de L. de norme < M +¢. Si x € A, il existe y € L, tel que ||z — y|| < €; puisque
|z]| < M, on aura |ly|| < M + ¢, dou y € K., et le résultat est démontré.

Proposition 2.4
Si K1 et Ky sont compacts dans ’espace de Banach E, l'ensemble Kq+ Ky est compact ;
si Ay et Ay sont relativement compacts dans ’espace de Banach E, l’ensemble A; + As
est relativement compact dans E.

Démonstration.

Il est clair que K; + Ky est borné. Si Lj;,j = 1,2, est un sous-espace vectoriel de
dimension finie qui approche K; & moins de g, il est facile de vérifier que le sous-espace
de dimension finie L+ Lo approche K7+ K5 4 moins de €. De plus K7+ K5 est fermé, donc
compact, comme image du compact K; X K, par application continue (z;y) — x + y.

La deuxiéme affirmation résulte facilement de la premiére, car ’adhérence de la somme
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Ay + A, est contenue dans A; + As.

Applications linéaires compactes

Définition 2.5
Un opérateur linéaire T : X — Y est dit compact si T'(By) est relativement compact dans
Y (cest-a-dire 'adhérence T(Byx) de T(By) est compacte). On note K(X;Y) ensemble
des opérateurs compacts de X dans Y.

Remarque 2.6
(1) Si T est un opérateur compact alors 7" est borné car la norme de Y est bornée sur le
compact T(Bx). Donc T € L(X;Y).

(2) Un opérateur linéaire 7" est compact si et seulement si pour toute suite bornée (z,,)s,
de X, la suite des images (T(x,)), admet une sous-suite convergente.

(3) Si Y est complet, la précompacité de A C Y implique la compacité de A . Donc
T € L(X;Y) est compact si et seulement si T'(Bx) est précompact.

On rappelle que si X et Y sont deux espaces topologiques et f : X — Y est une
application continue, alors f(A) C m pour tout partie A de X. L’adhérence A de A
est le plus petit fermé qui contient A. Si donc A C B et B est fermé, alors A C B.
Toute partie fermée d’un espace compact est compacte et, réciproquement, toute partie
compacte d’un espace topologique séparé est fermée. En outre, I'image continue d’un
compact est compact.

Théoréme 2.7
1- K(X;Y) est un sous-espace vectoriel fermé de L(X;Y).
2-Un opérateur linéaire de rang fini est un opérateur compact.
3-51T: X =Y et S:Y — Z sont des applications linéaires bornées entre espaces de
Banach et si S ou T est compact, alors la composée S oT est un opérateur compact.

4- K(X;Y) est un idéal.

Corollaire 2.8
Soit (7},) une suite d’opérateurs linéaires de rang fini de X dans Y . Si T € L(X;Y) et
T, —T|| — 0, alors T € £(X;Y).
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Le "probléeme d’approximation" de Banach concerne la réciproque du corollaire 2.8,
c’est-a-dire si tout opérateur linéaire compact est la limite dans la norme d’opérateurs
d’une suite d’opérateurs linéaires de rang fini. En général, la réponse est négative; la
réponse est toutefois positive sous des hypothéses additionnelles, par exemple si Y est
un espace de Hilbert.

Théoréme 2.9
St 'Y est un espace de Hilbert alors tout opérateur compact T : X — Y est limite dans
L(X;Y) dune suite d’opérateurs de rang fini. (Autrement dit, les opérateurs de rangs
finis forment un sous-espace dense de K(X;Y')).

Démonstration. Soit 7" est un opérateur compact. Puisque 1’adhérence de T'(Bx) est
compacte, pour tout € > 0 il existe un ensemble fini {y1, ..., y,} dans Y tel que pour tout
x € By il existe j(z) tel que HTI — Yij(x) H < €. On consideére alors la projection P, sur le
sous-espace de dimension finie Y, engendré par les y; . L’opérateur T, = P, o T' est alors
de rang fini et ||T" — T¢|| < e. En effet, si x € By, alors la projection T.(z) = P.(T(z)) de

Tz est I’élémént de Y, de distance minimale avec T'z. Donc
[Tz — Tex|| < [Tz — yjw|| < e
Par continuité, |Tx — T.z|| < € pour tout z € X avec ||z| < 1. Ainsi
IT-T) <«

Exemple 2.10
Il est clair que tout opérateur 7' de rang fini est compact : en effet, ’ensemble T'(Bg)
est alors un ensemble borné d’un espace vectoriel de dimension finie. D’apres le résultat
précédent, toute limite 7" en norme d’opérateur d’une suite (7},) d’opérateurs de rang fini
est compacte.

C’est une méthode assez efficace pour vérifier que certains opérateurs sont compacts ;

on montre par exemple que si ¢,, — 0, Popérateur A, de [, dans [, défini par A.((z,)) =
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(cpy) est compact.
On commence par remarquer que la norme de A, dans £([,) est majorée par ||c||_(elle

est en fait égale & ||c|| ). Ensuite, pour tout entier N on considére la suite ¢¥) telle que

AN cnsinSN'
0 sinon
Vopérateur Ty = A, est de rang fini, et |A, — Tn|| = ||A._.m| est majoré par

Hc — W) HOO = Supp>n |cn| qui tend vers 0 parce que la suite (¢,) tend vers 0.

2.3 L’idéal des opérateurs linéaires de Hilbert-Schmidt

Dans toute cette section H, H; et Hy désignant des espaces de Hilbert sur C. On
supposera que tout espace de Hilbert est séparable (d’ot, dans le cas de dimension infinie,
toute base est dénombrable).

On rappelle la définition d’adjoint d’un opérateur linéaire borné.

Soit T' € L(Hy; Hs). Alors il existe un et un seul opérateur linéaire borné 7% € L(Hy; Hy)

vérifiant pour tout x € Hy, y € Ho

(Tz,y) = (2, T"y) .

L’opérateur T* est appelé opérateur adjoint de 7', et I'on a ||T'|| = ||7*||. En effet, on a :

T[] = sup{|(Tz,y)| - [[=[| <1, lyll <1}
= sup{[(z, T"y)| : [[=[| < 1, [lyll < 1}

= 7

En outre, si S;T € L(H;; Hs), alors (ST)* = T*S*.
Définition 3.1
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Soit T' € L(Hy; Hs). On dit que T est un opérateur de Hilbert-Schmidt s’il existe une

base hilbertienne (e,),>; de H; telle que

D AT (en)|? < oo
n=1

On note Lys(Hi; Hs) ensemble des opérateurs de Hilbert-Schmidt de H; dans H.
Remarque 3.2
On remarque que la condition pour T € L(H;; Hy) d’étre un opérateur de Hilbert-
Schmidt revient au fait qu’il existe une base hilbertienne (e, ),>1 telle que la suite numé-
rique (||T(e,)]|)n est dans l'espace de Hilbert /?(R).
Lemme 3.3
(a) Si T € L(Hy; Hy) alors pour toutes bases hilbertiennes (e,,),>1 de Hy et (f,)n>1 de

Hy, on a:

DT E* =Y WTen, fu)l* = Y T (fu)I” (3.1)

n=1 m=1
(valeur finie > 0 ou bien +00).

(b) Si T € L(Hy; Hy) est de Hilbert-Schmidt, il en est de méme pour 7% .

o0

(¢) La série Z |7 (e,)]|* converge pour toute base hilbertienne (e,,),>1 de Hj.
Preuve.n:1

L’égalité (3.1) est une conséquence de 1’égalité de Bessel et du fait qu’on peut renverser

I’ordre des sommations car les sommants sont positifs ou nuls.

Pour z € Hy et y € Hy on a

lzl* =" Kz, byl = D 1)l

beB b'eB’
d’ou le resulte.
(b) et (c) suivent immédiatement de (a).

D’apres le lemme 3.3., 'expression Z IT(e,)||> ne dépend pas du choix de la base et

n=1
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dépend uniquement de 7' ( Il est clair que Z IT(en)||” ne dépend pas de (f,)n>1 €t que

n=1

Z | T*(f)||> ne dépend pas de (e, )n>1). On pose
m=1

1Tl gs = O 1T (en)I)? (3.2)

On pose aussi

(S.T) s =Y _(Sen Tey) (3.3)

1S (e)ll” + 1T (el

(Sen, Ten) < ||Senl | Ten]l < 5

Par conséquent, la suite ((Se,,Te,)), est bien sommable pour S;T € Lys(Hy; Hy).
Le lemme suivant montre notamment que Lyg(Hi; Hy) est un sous-espace vectoriel de
L(Hy; H).

Lemme 3.4

Avec la convention 0oo = 0, nous avons les propriétés suivantes pour tout S,7T €
L(Hy; Hy) et tout A € C
(@) T+ Sl s < [Tl + 151
®) 1Sl s = NI
(©) 15T s < ISIITNrs ot 7S] s < ISIIT s
(@ 171 < | Tlls.

Preuve.
Dans toutes les relations, si ||T]|,4 = oo (ou ||S|y¢ = oo dans la premiére), alors
les relations sont clairement satisfaites. On suppose donc que nos opérateurs sont tous
d’image nie par ||| ;5-
D’apres la Remarque 3.2, I'inégalité dans (a) correspond a 'inégalité de Minkowski pour

I»(R).
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L’égalité (b) est clairement vraie.

Pour la base hilbertienne (e,),>1 de H; on a

N

QISTE))? < QoIS 1P Tlen) 1)

= IS 1O Ten) %)

= I ST [us

Ce qui preuve la premiére inégalité de (c). Pour la deuxiéme, on remarque que d’apres le

Lemme 2.3.3. on a

||TS||HS = H(TS)*”HS
= || ST ||us
< ST [as
= ST [|as

Il nous reste a prouver la derniére inégalité. Soit € H; avec ||z|| = 1. On considére une

base hilbertienne (e,) pour H; telle que e; = . Alors, on a

| Tz [P=[| Tex [IP< Y || Ten =1l T s
n>1
Ce implique que

() 1< T Nls -

Donc

1T [|= sup || T(x) [I<[[ T s -

[X11=1

Théoréme 3.5
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(1)- (Lus(H1; Ha) 5 (., -) gg) est un espace de Hilbert.
(2)- Tout opérateur de rang fini est de Hilbert-Schmidt.
(3)-T € L(Hy; Hy) est de Hilbert-Schmidt si et seulement s’il existe une suite (T,,) d’opé-
rateurs de rangs finis telle que ||T,, — T'|| tend vers 0 quand n tend vers Uinfini. (Autre-
ment dit, les opérateurs de rangs finis forment un sous-espace dense de Lys(Hy; Hs)).
(4)- Tout opérateur de Hilbert-Schmidt est un opérateur compact. De plus, Lys(Hy; Ha)
est dense dans K(Hy; Hs) pour la norme d’opérateurs.
(5)- Lus(Hy; Hy) est un idéal.

Exemple 3.6
Soit

a = (an)n € loo,

I'opérateur

M, :ly — Iy, My(z) = ax = (121, @2%2, ..., ATy, -..)

est de Hilbert-Shmidt si et seulument si («v,), € ls.
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Chapitre 3

Les opérateurs linéaires absolument

(p, q, 7)-sommants.

3.1 Introduction

La notion des opérateurs linéaires p-sommants est due a A. Pietsch [Pie67] et la
notion de (g, p)-sommants est due a Mitiagin-Pelczynski [MP66]. La théorie des idéaux
d’opérateurs sommants, comme il a été présenté par Pietsch dans le cas linéaire est bien
établi. Pour plus de détails voir [DJT95, Pie80|. Plusieurs de ces idéaux d’opérateurs
sont étudiés, parmi lesquelles on trouve l'idéal II,,, des opérateurs linéaires (p,q,7)-
sommants.

Dans ce chapitre, on développe les propriétés de I'idéal II,, , . , on donnera le théoréme
de domination de Pietsch pour cette catégorie et le théoréme de Factorisation par les L,,.
On terminera ce chapitre par le théoreme de Kwapién (généraliser par Lapreste [Lap76] ,
pour p > 1)

Rappelons quelques définitions des espaces des opérateurs sommants et des lemmes
standards.

Définition 1.1 [Pie67](opérateurs p-sommants)

Soient X,Y deux espaces de Banach et T € L(X,Y). On dira que T est p-sommants
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pour 1 < p < oo si,

AC > 0, tel que Vn € N, V{zy,...,z,} C X
H(T (mi)gig)Hp <C “(xi)léién”p,w

On note
7, (X,Y) ={T: X — Y linéaires p-sommants}
et
7,(T) = inf{C, vérifiant la définition 1.1}

Définition 1.2 [Coh73|(opérateurs fortement p-sommants)
Un opérateur linéaire T : X — Y est fortement p-sommants (1 < p < o0), sl existe

une constante positive C' tel que pour tout n € N, xy,...,x, € X et y7,....,ys € Y*, on a

(T (), gy DL < Cll(@a)i<iznll, sup [[(y7 (y))

yEBy

p* -

On note D,(X,Y) l'ensemble de tous les opérateurs linéaires qui sont fortement p-
sommants de X dans Y et on note d,(7") la plus petite constante C' vérifiant la définition
1.2.
Pour p=1,0on a D;(X,Y) = L(X,Y).

Théoréme 1.3[Coh73, Theorem 2.2.2(i)]
Soit X, Y deux espaces de Banach. Alors. L’opérateur T est p—sommants de X dans
Y (1 <p<o0) siet seulement si lopérateur adjoint T™* est fortement p*—sommants de
Y*dans X* et d,(T*) =, (T).

Lemme 1.4

Soient «y, ..., ay > 0. pour gy, ..., gy tel que 217 = pil + ..+ 1%, on a



Preuve.

On a
p D 1 Log(af)+...+Log(ak)
—Ckl...CYN - —e 1 N
p
_ leﬁLog(afl)—i—...—i—ﬁLog(af\,N)
p

et on applique la convexité de la fonction exponentielle.

“ab.aby < l(ﬁe“g("‘?l) o LeloseR))
P p1 PN
_ Loty L L regal)
b1 PN
1 1
= —aof'+ ..+ —ahV.
yai ! PN N

Lemme de Ky Fan.

Pour la preuve de ce lemme, le lecteur intéressé peut consulter [DJT95, page 190] .
Une fonction f de §2 dans [—o0, +00] est dite semicontinue inférieurement en un point
si 'on a

fl@) < liminf f(y) =i { f(3) ]y~ < e}

y—z
C’est a dire si pour toute suite (z) convergente vers
k )

f(z) < lim inf(f(xy)) :== ]}i_)rgoinf{ flz): 5>k},

k—o0

Lemme 1.5. Soient £ un espace vectoriel topologique séparé, C' une partie convexe
compacte de E. Soit M un ensemble de fonctions définies sur C' a valeurs dans [—oo, +o0]
vérifiant les propriétés suivantes :

(a) Toute f € M est convexe et semicontinue inférieurement.

(b) Si g € conv(M), il existe f € M telle que g(x) < f(z), Vx € C.

(c) Il existe r € R telle que toute f € M prend une valeur < r.
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Alors , il existe g € C telle que f(xg) < r pour toute f € M.

3.2 Les opérateurs linéaires (p, ¢, 7)-sommants

Ces opérateurs ont été introduts par Pietsch dans [Pie 80], ou il on donne, avec
démonstation, les propriétés élémentaires.

Définition 2.1
Soient 0 < p,q,r < 0o et

< iy % Un opérateur T € L(X,Y) est (p, q, r)-sommants,

1 1
P q
s’il existe une constante C' > 0 tel que pour tout n € N, xy,...,x, € X et yj,...,y" € y*,

on a

(T, 4:)) 1< C Nl (@ir<isn llgwll ()1<isn [lrw (3.1)

Onnote I1, , (X, Y) 'ensemble de tous les opérateurs linéaires qui sont (p, g, r)-sommants
de X dans Y et on note par 7, ,.(7") la plus petite constante C' vérifiant 'inégalité (3.1).
Remarque 2.2
1) Pourp=r=1et g=o00,onall;1(X,Y) =D(X,Y).
2) Si X est de dimension finie, on a ITy ; «(X,Y) = D (X, Y).
Théoréme 2.3
Soit 1 <p<ooet X,Y deux espaces de Banach
(1) Si T ell,, .(X,Y), alors T est continu et ||T| < mpq.(T).
(2) 11, ,.-(X,Y) est un espace de Banach.
Démonstration.

1) Pour n =1, on a

(T(z),y")| < 7pgr(T) sup [ (&) | sup | (n,y") |
£EBX* 7]€BY
< T (T) [ 2 I 97 |
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Ce qui entraine que || T'(7) ||= sup,cp,.
Dou || T[] < 7p,q0(T).
(2) I, ,-(X,Y) est un sous espace vectoriel.

a) Soient T, S e Hp7q7T(X, Y) Soientt (Ik)lgkgn C X et (yZ)lﬁkSn cY*

O KT+ 9 @), u))r = Zi (22) + S(aw), g )

= (TG ) + (S (), i)

= QKT (xa), yid |+ 1(S (), yid )

k=1

1T @),y + (O 1S @),y )

< Tpar(T) 1 (@) gl (95 lrw +7p.0,0(9) ] (@8) Nl (W) [l

Tp.ar (1) + Tpar (D] (@) lgswll W) v

B =

IN

DouT + S €1l (X,Y) et mp (T +S) < Tpgr(T) + Tpgr(S).
b) Soit « e ket T € I, , (X, Y).

n n

1 . 1
Q- I @T (), ) 117 = O I (T(awy), yi) |7)7
k=1 k=1
1 l
S 7Tp,qr sup Z| 5 OA’Ek q a | n, yk "
eBx* Y k=1

= lafme(T) |l (ivk) lg.wll (ys) Hr,w :

On a alors

Wp,q,r(O‘T) <l a| Wp,qﬂ'(T)-
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D’autre part,

Tpar(T) = Tpgr(=(aT)) < ﬁwmrw’),
Donc
Trar(0T) 2| a | mpgr(T),
D’ou

7rzo,q,r(aT) =| | 7rp,qﬂ“<T)-

Finalement, IT,,,(X,Y’) est un espace vectoriel normé.
ii) I, ,(X,Y’) est complet.
Soit (7, )nen une suite de Cauchy dans IT, ;. (X,Y).
D’aprés (1) on a
T = Ton 1< g (Tn — Ton)-

Donc (T},)nen est une suite de Cauchy dans £(X,Y). Alors converge vers une limite
TeL(X,)Y).

Soient € > 0 donné et ky un entier. Soient n, m > ko, tels que

Tpgr(Tn —Tm) < €.

Soit N € N. (z1,....,zn) C X, (y],...,yy) C Y™

S e
IN

(Z (T = Ton) (@), yi) 1) Tpgr(Tn = Tm) || (@) llguwll (k) [lrw

k=1

IA

e[l @) lgwll () [l -

En faisant tendre m vers ’'infinie.

(T = T) @)y < T (T = T) 1| @) Nl 0) N

k=1

31



on a montrer que

(T, = T) € I,y (X,Y) et mpgn(Ty — T) < e.

Enfin
T=T-T,+1T,,
on a
T-T, € Hp’qu(X, Y)et T, € IL, .+ (X,Y),
donc

Tell,, . (X,Y).

Ce qui prouve I, , .(X,Y) que est bien un espace vectoriel complet. Alors I, , . (X,Y)
est un espace de Banach.

La proposition suivante affirme que (II,,,.(X,Y),7,,,(.)) est un idéal de Banach
(p>1).

Proposition 2.4
i) L’ensemble 11, ,,.(X,Y) est un sous espace de L(X;Y) qui contient les opérateurs
linéaires de rang finis.
i) Propriété d’idéal. Soient T € 1L, ,,.(X,Y),u € L(E,X) et v € LY, F).(X,Y,E, et
F sont des espaces de Banach quelconques ). Alors,

vT'u est p—sommants et
Tpqr(VTw) < [0l 7p,g0 (T) [Jul] -

i) T(pgr (idx : K — K:idg (x) = x) = 1.
Démonstration.
i) 11 suffit de montrer la propriété pour les opérateurs de rang 1. (T'(x) = z*(x)y).

Soit (1, ...,2n) C X, (¥, ..., y}) C Y™
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<Z (T (k) v P) 7
= Z| (wx)y, v )7

- <Z | @) 7] (g, u5) )P
O | () | %Z| (v, )

*

= 1l (S G |q>é<2|<H i) )

1

< [[a"[[lly ] sup ZI (€ ) |")e sup Z! 1, U)

e)("‘ ﬂeykl

= 2 gy Il () ||q7w|| (¥3) [l -

ﬁ\b—‘

IA

1
T

~x\»—‘

Drot, T' € (X, V) et 0, (T) =[ 2™ [l w (I -(car [yl lz*]] = |71 < 7p0.-(T))-
ii) Soient (x1,...,x,) C E et(y},...,ys) C F*

" % 1 " 1
O KwoTou(zy),ym)")r = O NT(w(zi)), v* () "7
k=1 k=1
< Tpar(T) sup (| fulan), o) [ sup (3] fo
P OéGBX Z BeBy ;
1
7Tp,q,r sup Z’ T, U Oé q 1 sup Z| yka
OLGBX* k=1 E Y k=1

u e X — B a— ut (),
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On pose
u*(a) u*(a)

S Tw@l " Ta@]

On pose

n

" v o T oulzy),yp))»

k=1
1
< Tl > *
< M) s [[10(0) [ (| o iy ] sup [uv )l
1
= |l u* [| mpgr(T) v || sup ZI zr, &) )7 sup Z (Yrsm
§EBEp* n€BFr b=

= N ull mpgr(T) [ v Il () Hq7wH W) lrw -
Ce qui implique que v o T' o u est (p, ¢, r)-sommant et
Tpqr(V 0T ou) <[l wl| mpgr(T) [ v .

iii) D’apres le Théoréme 2.3(1), on a

T(p,ar) (idx) > |Jidk]|| = 1.

l
T

Z | i

=1

v(B)

v(B) ||

Pour montrer I’égalité, il suffit de montrer que 7, 4., (idx) < 1. Si (y})i; € lw, (K*) and
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(’ri)?:l € lw,q (K) ,ona

(i)
) ()

17 izall, [1Gza)izy

(32 ) = (S o

VAN
e

D’ou
T(p,qr) (idx) = 1.

Théoréme 2.5 ( Théoréme d’inclusion).

Soit p1 < pa, 1 < g2 et 1 < ro. Supposons que

1 1 1 1 1 1
+ + .
q1 T D1 q2 L %)

Alors
H(pl,q1,7"1)<X7 Y) - H(pz,qzﬂ"z)'
Preuve.
On pose
1 11 1 11 1 1
Po y41 p2’q q1 gz T (&1 T2
et
1 1 1
- = _|_ —_
p q r
alors
1 1
po<p,(—=>-)
Po p

Soit T € Iy, 4,.,)(X,Y). Maintenant, pour Ay, ..., A, > 0, z1,...,2, € X et pour tout
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Y, .., yr € Y d’apres 'inégalité de Holder, on a

| (/\‘<T( i), Y ) i<i<n llps

= Zi (AF), ATy [P2)%

< Z (T2, A ) )7
» »
< T (D) T N @i)1<icn gl (A 97 )1<i<n (e
< Tnanr (D) | @hsica lassoll O 1izn loll @) 1<in lrasell O i<ica I
< g (D) | @idicicn lowll U)1<i<n lrwll (A 1<i<n [lp
< g (D) | (@i)i<i<n llgpwll (U7)1<i<n [lrwll (Ai1<i<n [ln

puisque Ag, ..., A\, > 0 sont arbitraire, il resulte que

Z | {T(x4), ;) !m)” < Tprarr) (D) || (@) 1<izn lgowll W) 1<i<n a0

Donc

Te H(p21q27T2)(X7 Y)

et

7T(pz,qz,m)<T> < 7"(10176117?"1)(T)-

3.3 Les opérateurs de types D, oll,

Dans le cas ot £ = L + 1 nous allons voir que les éléments de II,,, s’expriment
P q T’ e

simplement en fonction de ceux de II, et D,; plus précisément, nous avons le théoreme
démontré par Kwapién [Kwa| dans le cas p = 1.
Définition 3.1

Si T est un opérateur linéaire continu de X dans Y, on dit que 7" est de type D, o II,
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s’il existe un espace de Banach G et deux opérateurs A, B : A g-sommant de X dans G,
B fortement r*-sommant de Y* dans G*avec T'= B o A . L’ensemble des tels opérateurs
de X dans Y sera noté D,- oIl (X,Y).

On pose si T € D, o I[,(X,Y) donc,

dp7q(T) = nf {dy- (B)my(A)},

la borne inférieure étant prise sur ’ensemble des factorisations de 7. Plus précisément,
nous avons le théoréme démontrer par Kwapien [6] dans le cas p = 1.

Théoréme 3.2 (Théoréme de Pietsch)
Soient ¢ > 1,7 > 1, X et Y deux espaces de Banach; les propriétés suivantes sont
équivalentes
(1) T ell,, -(X,Y).
(2) 1l existe une constante finie p et deux probabilités de radon u et v, portées respecti-
vement par les boules unités By« et By« de X* et Y™ telles que pour tout z de X et

y* de Y* on ait :

=

| (T(2),y") I< ,0(/ | (2, ) | dﬂ(a))é(/B | (", B) [ dv(B3))" (3.2)

By+
Démonstration.
Nous nous cantonnerons au cas ou ¢ et r sont différents de +oo .
En effet, si r = 400, 11, 400 = I, et le résultat n’est autre que I'existence de la factori-
sation de Pietsch d’un opérateur g-sommant [Pie67] . Si ¢ = +o0, le résultat se déduit
du précédent par transposition.
(1) = (2).
On considére C' 'ensemble des probabilités de Radon (i, v) de C(Bx+)* x C(By~)*. Soit

M un ensemble des fonctions définies sur C' a valeurs dans R de la forme
St @, v) =
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n

i=1 By=

ou (xi)lﬁiﬁn C X, et(Y*)lﬁiSn c Y™

1

(yr,m) |" dl/] (3.3)

C’est évident que M est un cone convexe des fonctions réelles. Soient f,g dans M et

e

a € [0,1] tel que pour toute (x;)lgigm (Z/;*)lgigm (ZU Ji<i<ns (Ui )1<i<n:

f((x:,)’(yi*)) (,LL, V) =

"1 N 1 — .
2. EVACHRTDE —pf’[gizl/BX*I(“so | dp + — Z/B

Yok

et

Iy v) =

S A W T

By**

11 s’ensuit que (car T est positivement homogene)
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et
l—a

k
(1— ) T()), (1 — a)tug) P _ﬁza/B (1= )bl o) |7 du

q =1
'OPZ/ (1=a)ty" ) " v

By**

IIM~

’UIP—‘

Finalement on a

(yr,m) |" du]

af+(1—a)g:Z%|<T( i),y [ Z/ (x5, 0) |7 dp+ — Z

By**

1y . .

iz, si 1<1<k,
:EZ: "

(1—04)E:L‘i si k+1<i <n,
et
1 /% . .

. ary; si 1 <1<k,
Yi =

1 =

(1—a)ry, si k+1<i <n,

Ce qui démontre que M est convexe et par conséquent la condition (b) du lemme de Ky
Fan est vérifiée.
Pour la condition (c).

D’aprés la Proposition 1.4.2 et la proposition 1.4.3, il existe yo € By« tel que

\|z1|J|lp1 <Z | (i >T = <Z | (¥, o) |T> 7‘ ,

et v € Bx~ tel que
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et f de la forme (3.3)

Fi@a),w)) (O, O

n 1 b )
= X e _—Z/B v ) |7 b+ z/
S HLICECIEE P ISR DT ]
=1
= Z%\(T(%),yﬁ i éslﬁgl <ZH%@0> !q> - S (Z\ Y.y

(05, est la mesure de Dirac supportée par 7,).

Utilisant le lemme 1.4, et prenons
1 1

¢ = sup (le q) ,qz—sup<2|yw )

llel=1 \ ;=1 lyll=1

on trouve que

P

Q

< ;}erxz) iy P =2 | sup (Zrmw ) sup (Zr vy )

lyll=1

(i m) | ddy, (n )]

)

P

T

et ceci d’aprés (3.1 ) est inférieur ou égale a zéro. Si on prend s = 0, on aura la condition

(c) vérifice. D’aprés le lemme de Ky Fan, il existe (u,v) € C tel que

f(u,v) <0 pour tout f € M.

Si on prend x € X et y* € Y on aura
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f(,u,V) = f(%y*)(:uay)

—%Mﬂnww—“

D’ou

[T@a s [ Jed ra S [ jwta

4 JBx«

e

Soit alors

&:%;H%@WWéﬂ&=d‘|WMVW%

remplagons x par i, et y* par%, on obtient

LI < {4 1)
< %S’fsg

Ce qui implique que

Hmmmgm/ | o(@) [ dyu(p))

By«

Pl
to\
b

—~

SN—r

Q.
N

—~

S—

SN—

(2) = (1).
Soit (xl')lgign CcXet (Y*)lgign CcY* Ona d’aprés (32)

(2

| (T(:),97) |< ,0(/ | (i, ) | du(a))é(/B | (i ) " dv(B))r

By

pour tout 1 <4 < n. En utilisant I'inégalité de Holder, on obtient
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Q=

00 1 () < o /B ol I"du(@)i ([ B a3

l 1
< Z/B v1,0) 1" dufa Z/B (7, 5) I ()
< p sup Z! Ti, QX q% sup Z‘ Y;, B %

CXEBX i=1 5EBy** i=1

< ol (@)i<icn llgwll (U )1<i<n lrw

Ce implique que T" € I1,, , . (X, Y") et 7, ,..(T) < p.

Théoréme 3.3 (Théoréme de factorisation)
(1) T ell,, . (X,Y).

(2) T admet la factorisation suivante :

X KR Y
w | N\ by
¢, % &\ by
m &Y%
Ly(Bx~, 1) L+ (By+, \)

Dans ce diagramme G, est un sous espace de L?(§2y, it;), H le dual de H, sous espace
de L™(2, p15) (€2, 11;) espace probabilisés); v est un opérateur continu, w est g-sommants
et u fortement r*-sommants de H dans Y™**.
(3) 1l existe un espace de Banach G et deux opérateurs A, B : A g-sommants de X dans
G, B fortement r*-sommants de Y* dans G*,avec T = B o A.

Démonstration.
Nous allons montrer (1) = (2) = (3) = (1).

(1) = (2).
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Soit wy 'application de X dans L(Bx~, ) définie par

wo(x)(n) = (x,n)  pour 7 € Bx-

et de méme ug de Y* dans L"(By+,v)

uo(y)(§) = (&, y) pour & € By

Posons G, = wo(X) (adhérence dans LY(Bx-,u); H. = uo(Y*) ( adhérence dans
L"(Bx~,p)); et solent w et u les applications wy et uy considérées a présent comme &
valeurs dans Gy et H, respectivement. les opérateurs w et u sont des maniere évidente
respectivement ¢ et r-sommant et de plus 7,(w) < 1, 7,(u) < 1. D’apres 2.2.2(i) [CohT73],
onasS=u*:H'—Y" est fortement r*-sommant et d,«(S) = 7, (u).

D’un autre coté, étant donné l'inégalité (3.2) D’application bilinéaire de wq(X) X
uo(Y*) dans C'

v+ (w(z), u(y)) — (T(x),9),

est bien définie et continue; donc elle s’étend en une forme bilinéaire continue v, de
G, x H, dans M avec conservation de la norme, et induit naturellement une application
linéaire continue v de G, dans H,

Alors,ona,siz € Xetye Y™

(Wowz,y) = (vwz,uy)
= vo(wx,uy)

= (ByTx,y).

(2) = (3).
Il suffit de constater que u* ov = S o v est en fait & image dans Y™ est de poser A = w,
B=Sow.

(3) = (1).
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C’est une simple conséquence de I'inégalité de Holder.
Remarque 3.4

Il est facile de constater que 'on a

Tpqr(T) = inf {7, (A)d,~(B)},

la borne inférieure étant prise sur I’ensemble des décomposition décrites en (3).
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